
Българска академип н а н ауките ~ Bul garian aca de m y of sc i enc es 

Втори национал ен конгrес по теорет ичн а и пр 1 11южн ;:~ м охс1II 11к~1 

Second na t iona l congres s 011 tl1eo r e t ica l and app l ie d rn echanic s 

Варна, 8 - 1 1 . Х . 1973 , Vari1.t ~ К11ига / v o l ./ 1 , 19 75 

ПРИБЛИЖЕНО РЕШАВАН Е НА ЭАДАЧАТ А ЗА УСТОЙЧИООСТ 
НА КРЪГЩЮЦИЛИНДРИЧЕН ПРЪТ , HAMИPAI..t.; СЕ В 1;r::H,l 'A EI 1 

СЛОЙ ТЕЧНОСТ И НАТОВАРЕН С ТА ! IГЕ ! ШИЛЛI I Л СЛЕЛНI11Л 
. СИЛА 

13 . А . Д жу п а11ов , Х . И . Х ристо. в / S1,лгарип/ 

l• Залс1чс1та за устоii ч ивост на кръгово11и; I и11 лр и чl"н r I I"I,т , 11;1-

миращ се R 6С'~крае11 с;юi1 от течност 11 натонарс 11 с т ~1 I Iгс-II11 1~;1;I 

на слсюIща с ила, .е н еконс ероативI r а и з а реш с1 на11 ето ;1 С<' нр 1 1-
л;:~г,1 ли11а:._1иt1II11пт :vt етод f l , 2] . Търс 11 с е тi1з 11 н а ii-1\1 ;11 1 ка сто ii 

ност 113 сленпщ:,т а СИJ!а, 11 р 11 конто ,\1\1ПJ \ИТ)'Г\11Та Hi\ :<i lJ\ i \ /t(' IIOTO 

ли11 амич110 смуще11 ие ~• апочr1з Лi'I р.1 сте . Т а: н1 стоii,юст С<' 11 пр 11 -

ча крит11ч11а сиJ1а . 

При реш rша 11 е на Зi'lд.:-tчата за 1ютен циалп 11<1 скоrост ите 11 а 

течносттn , п реrн1зп ика н от трепте11ипта н а пръта , се им пт 1I рс I 1 

в ид след11 ите ос11ов11и преапостаоки : т еч носттn е 6еэкрае1r / 1 ю 
r / п;шст с д1.,лбоч ина h , рав на н а височината на пµъта , и 
е идсL1л 11а , несв и ваема и теж ка ; м с1;Iк 1 1те треI1тешн1 н с1 I1ръта 

предиэnикоат в теч Iюстт<1 вълни с ~1an к11 с1м r r л иту ни; 11р1л1,т 

трепти по устаноnен эа ко 11 и формите :viy I 1с1 трептене сп ~1.:-~н:-~ле-

1111 ки11ематич ес ки [1 ,З , 4/ : 

111 w=W0 (x ,t)cos8=W( x ) cosB е i Ш 

Когато прътът трепти сам в безкрайн ия слой течност , с е на- . 

;1агс1 да се реш и следната гран ична задача : 
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/ 2/ L1Ф = О Ф=Ф(х,r, в ; t), P=~y2+z
2 1

, 8 = arct9 § , 

/ 3/ Г.дФ] =О У 
LдxJ.1:z o 

Г д
2

Ф д ФJ 
/ 4/ LFt2+g дх =О, 

x &h 

/ 5/ Ф(х, r, 8; t) = Ф(х, r, В + 2JГ; t), 

/ 6/ [~ ]r=R =дJf, 
/7/ ~-m= W-(g: +i k Ф)=о, 

1в1 lim Ф= О lim дд Ф =О 
r-o0 ' r-ao r 

В тез и изрази Ф(x,r, B ; l ) - е потенциалът на 
теч ността; (x,r,B;f ) - координатната система, 

с коростите на 

свързана с 11ръ-
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та; g - земното ускорение; W0(x,f) - формата на малките 
трептения на пръта. 

Така поставената задача е решена в /4/, но за свиваема 
течност и няма да се спираме подробно върху решението .За нес

виваема течност при съответните означенип се получава 

. . , 9 1 L H\21(kr) L'I( K1(k„r) 00 ] 

/9/ ф (x,r, В,1)~, Q e cos в[Q k R,'"(kR) chkxia, k,K,'{k,R) cos k,x , 

където 

/10/ 

/11/ 

h 

L=f W(x)chxdx, 
о 

h 

h 

a=f ch2xdx, 
о 

X =J 

Lx JW(x)coskxx dx, 
о 

йх -Jcas 2 kxx dx, 
о 

а k и kx са решения на уравненията 

1121 kg th{kh)=Q2
, k'}tg tg(kxh)=-Q

2
• 

От своя стµана 

/13/ Fff1{kR)=i 3r[н~г)(kr)] , K,'(kxR)=f D~~1(k1tr)] • 
r=R Х P=R 

Лесно е да се провери, че решението /9/ удовлетворява 

вс_ички условия в граничната задача /2/ - /8/. Хидродинамично
то налягане върху повърхността на пръта се дава от линеаризи

рания интеграл на Кош и - Лагранж: 

/14/ р=-5) ~~\r=R 
Резултантата от това налягане по всяко сечение на пръта ще бъ

де 

гз~ 

11s1 p0 =-RJ[gPt] .cosBdB. 
о r•R 

> 
Ако за удобство бъде означено 
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/16/ G( )- L Hf
21(kr) hk ~ Lx K1(k,ir) k 

x,r - а k1R;21(kR} С XL Q" k,iK,'(kxR) cos хХ, 
1!• 1 

ТО 

1171 Р.а = -JГf 9 2 RG (x,R}e iQt _ 

~- Хипролинамичното натоварване Ро е комплексна величина. 
В случап уравнен ието за малките трептения на системата елас

тичен прьт - течност ще бъде 

/18/ 
EJ д4 W0 (x,t) Р д 2W0 (x, t) + д 2 W0 (x,t) _ 

tJx4 + дхг т (j tг -р0 

при гран ични условия 

/ 19/ W0 (D,t)= д~ W0 (Q,t)e=[J д~
2

2 W0 (h,t)= EJ д~з Wa(h,t)=O. 

Виж па се впрочем, че след отчитане на хидродинамичното 

налягане уравнението за трептенията на пръта ставq нееднород

но. Решаването на това уравнение е свързано със сравнително 

големи трудности . За да бъдат избягнати те, трябва да се ус

редни Ро и да . се получи хомогенно уравнение с постоянни ко

ефициенти. За целта може да се използува концепцията за рав

ном ерно разпределените присъединени маси /3/. В /3/ е пред
ложена следната фоР,мула за намиране на присъединената маса: 

2,r h 

JJ ГФ дФJ dBdx 
/20/ L д р r=R . 

т =oR O 0 
пр J h 

J WJ(x,t)dx 
о 

Като се използуват изразите за величините, участ~уващи тук, 

и се отчете, че ffinp е комплексна величин се получава 

. L2 H;2'(kR) L~ К1 (kxR) 
1211 m1+fmг=-ЛpQ2R2 а kRR;

2
)(kR)-:,X= а-: kxRк:(kxR) 
J:iL~ 
а ах 

Х= 
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Поради нал~чието на имагинерна част в присъединената маса 

/22/ 
. rJ гWo fJ гWa д Wa 

p0=- (m1+Lm2) дf =-т дf +Qm 2 7it 

т . е . умножена на Q,m 2 образува коефициента пред W0 , кой
то характеризира дисипацията на енергията за вълнообразуване . 

Затова някои автори /1, 3, 4/ наричат Q m2 присъединено ви-
с коз но триене . 

Впрочем задачата за определяне на критичната сила се свеж

да до решаването на урав нен ието 

/23/ W~(f) +2q WI[(5)-w 2(l+iб) W (f )=О , 

където 

/ 24/ ~ =~ гп=Ш ,) h ' -r EJ 
z {m+m1)h4 о= тг 

W
2

= Q [ J 1 m+m1 

при гранични условия 

; 25 ; W(O)= W'(O)= W11(1)= W"'(1)= 0 . 

Общият интеграл на /23/ _ е 

.1. ~ .l.2~ ,i ! i4 ~ 
12&1 W(s)=C1e 1 +С2 е +С3 е з +С4 е , 

където 

/27/ 
J.1= - J.3 ~- q +~ q,2 +w 2(1+oi) = J/1 +i J/ г 

J.г=-J4 ..., ~-q-~q2+w2(1.+6i) = 1l3+i 114 . 

• 

Числата .А 1 -т.Л 4 са получени чрез точно коренуване на изрази-
те за J.1 и ,J,2 и са реални . 

~- След удовлетворяването на граничните условия / 25 / се 

получава система от четири уравнения с четири неизвестн~ 

/константите С1 + С4 / , която е хомогенна и з а да с ъщ:еству-
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1 
I1а ненулево реш ение , трябва гла~ната и детерминанта да бъде 

IIула : 

/28/ д=(,1 1 J/ +.1/,12 ) s h J.1 s h .1.2 - 2J.,2 .1./ ch d.1 с h J.2 + ,1,: +J./ = O. 

Би могло да се провери, че при о= О числата J, 
ват реални и /28/ се превръща точно в уравнението 

К. С . Лейнеко и М . Я. Леон ов, аадено в /1 / . 
Всъщност L1 е комплексно число д=.6 1 +[ !J,2 

/28/ трябвала добие вида 

;29; modL1 =~д; + L1 := o . 

и 12 ста
на М . Бек, 

и уравнение 

Ос новната разлика между задач ите за устойчивост на нато

варен със следяща сила прът във вакуум и в течност е, че в 

r1ървия случай н е се отчита дисипация на енергията. Затова при 

всички стойности на с~1лата, по-малки от критическата, същест

Г;!)Ва установен процес на трептене. При .включва11е на дисипа

ция установен процес на трептене има само за една стойност 

11а следящата сила - критичната. Пр11 по-малки стойности про

цесът е зат ихващ, а при по-големи - разходящ. При о=О /във 
вакуум/ първите два корена за W се сближават при нараства-

11 ето на q , а когато q стане точно равно на критичната сила, 

те се сливат в един двоен корен. Прv,1 по-нататъшното увелича

ване 11а q единият става кимплексен с отрицателна имагинерна 

част, което показва, че процесът е веч е разходящ. При o=t=O 
/има дисипация/ уравнение /29/ има реални корени за W само 

за Q,=(J * , т. е. mod /J, = О само при критичната сила и 
mod /J, > О при всички останали стойности. 

Корените на /29/ са намерени на UЕИМ "Минск-22", за коя

то бе 1~аправена програма на езика МИЛ-2 /5/. При 0=0 за .61 
бе получено, че съвпада със стойностите на съответния из

раз у М.Бек, К.С.Лейнеко и М.Я.Леонов, а 112 ~ 10-4 
7 което· 

може да се приеме 112= О , а за критичната сила се получи 
q*~ 10,025, което напълно съвпада с известните резултати. 

Това ни дава известни основания да пре·дполагаме, че програма

та е съставена точно . 

Задачата за решаване на /29/ при O=l=O е задача за мини
мизиране на функция . Затова при зададен параметър rf и раз-
лич11и стойности на q, е пр~смятано min /J,(w). Това q ',•за 
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mi11t:J 
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Фиг.2 

10.{)JI) IU .ШJ 10.UНI 10.()\ 5 10.0 -1!1 lil.0.-1.'", IЩ )t ,O 

което m i П L'l(uJ)e най-малко и се различава от нулата най- много 
с 0,005, е критичната стойност на силата. На фиг.2 е показа
но поведението на m_i П /j(uJ) за различни стойности на О. На
края на фиг.З е показана зависимостта на критичната стойност 

на силата q * от О . Когато трябва да се намери критична -
та стойност в течност, трябва да се намерят m1 и т2 от 
/21/, а от тях и О . 

11 1.11г, 

IЩ ,70 

111.Ch.-) 

\t) _()li/1 

10.0-,.) 

111,0-,11 

\1),(1-15 

10,IJIO 

111 _ш -, 

]11_\П! I 

\t1,0.!-1l::::======::r:==-----:l,:-:--_L---'---'-~--'---'---'--Lc--~ 
0.111 t),02 oo:t ШJ.1 ол-, 0. 1 11. 12 

Фиг.З 

При пресмятането на т, и тг е използувана хипотезата, 
че формите на трептене малко се променят във вода в сравне

ние с тези във вакуум. При такова предположение може да СЕё 

разделят хидродинамичната и еrrастичната задача . Предполагай-
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ки,ч е прътът трепти в теч11ост , както и във вакуум, използува

ме формите на трептене във вакуум и от тях чрез /21/ намира

ме присъединените маси. На фиг.4 е показана зависимостта на 

О от параметрите н а пръта /височина, отношение 1J = 1j} /. 
Имайки данните на пръта, от фиг.4 се отчита параметърът б, 

• 
а след това от фиг.З - съответно критичната стойност на сила-

та . 

Оконч ателният извод е , че устойчивостта на пръта нараст

ва , когато се отчита влиянието на течността. 

41.1 

O.<JOI 

,н '()()I „ R/h 
0.00., 0.01 0,02 0,()1 0,04 0,05 0,06 

Фиг.4 
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