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Jля течен...я вяз1<ой •идкости ме•АУ АВ)·мя nераллеr.ьными 
nrвстинвми (nлоское теченvе ПуазеV.ля) с З&Авнным nереnадом 
АВВРения применяется nрv.нциn rЕимень•е~ диссиnацvи. Огрени

чениямv явля~тся уравнения РеV.нсльАса и интегральный закон 
равенствЕ nорс•Аенvя и АИссиnации энергии nульсаций. Минv

мум нахоАится в классе точеч~х случаV.ных функций. Предnо~ 

лагается э++ективная АВумернесть nульсацvонных характерvс

тик, В СВFЗИ С чем ВВОАИТСР. СВОбОАНЫЙ nЕраметр. Поставr.е-
НВ краевая за,.ача АЛЯ ЯАер стохастических интегралов и 

npeAIIO•eн численнt.~й метоА ее реwения. Рассчитаннь.е харак
тер~стики стохастического ре•има течения сравниваются с экс

nеримент 81\t*-ЬIМИ АаННЫМИ о 

SТRUCТURAL ТURBULENCE AND PRINCIPLE 
OF LEAST DISSIPATION IN POISEULLE FLOW 

V. Р. Nartov and Ch. 1. Christov 

For the pressure-driven flovs between tvo flat plates 
(Poiseulle flows) the principle of least dissipation is 
applied. Нinimum is sought in the class of random functions 
which can Ье represented Ьу the truncated after the first
order term Poisson-Wiener functional expansion of stochas
tic function . Calculations show that for certain value of 
Reynolds number а Ьifurcation takes place and а nontrivial 
solution for the first Poisson-Wiener kernel occurs. It 
turns out that the total rate of dissipation for the sto
chastic solution is smaller than that of laminar one. Va
rious charactcristics of the stochastic solution such as 
mean velocity profile, energy of pulsations, correlations , 
spcc tra, etc . are calcula ted and most of them are i n good 
quantitative or qualitative agreement with the experimen-

1 data concerning turbulent Poiseulle flows. 

© Инстиl'ут теnло~изики СО АН СССР, 1989 г. 

I. ВВОДНЫЕ. ЗАМЕЧАНИЯ ОБ АППРОКСИМАЦVИ ТОЧЕЧНЬМV 
СЛУЧАЙНЫМИ ФУНКЦИЯМИ CTOXACTИЧE.CfiV· X РОИМОе 
В НЕ.УСТОЙЧVIВЫХ Дf.Tf.FMVIHVPOBJI.HHЫX СИСТВ:'АХ 

Известно, что бог.ьшинство физических сис1ем обладает стохасти
ческими сеоV.ствами nри некоторы• знеченvях оnределя~щv.х nарамет 
ров. Такие системы мо•но разделить на два основнь• класса. К nер
вому классу nринадле•ат системы с внесенной стохастичность~, т.е. 

со случайными коэффициентами или со случайными начальными данными. 
Это комnозитные материалы, сусnензии, так называемая выро•дающаяся 
турбулентность и т.д. Второй класс состои1 из детерминированных 
систем, решение которьх эволюционирует из детермvнированных началь

нь· х данных, но становится случайнь· " vз-за неустоV.чивости. 

Системь• гервага класса часто являются линейными, в то в~ ем я 
как второV. кr.асс nредставлен исключv,тельнс нелинейными с~~:стемами. 
В статистическом смысле, однако, об& кr>асса являются нелинеV.ными, 
nоскольку случайнь<ми являются как коэффициен1ы, так и решение. 

Относительно строгой техникой исследования таких систем мс•но 
считать вариационные nринциnы и метод возмущений. В статистической 

теории турбулентности и• nрvменение ог~анvчено следую~vмv обстоя 
тег.ьствамv. Не существует вариац~~:оннсго nрvнциnа (гслономного ва
риационного уравнения), адекватного системе Навье-Стокса [1). В 
nоследнее время было nредло•ено несколько гиnотез (см. [21) и ци

тируемую там литературу), но они фактически являются nолуэмnиричес
кими моделями. Техника возмущений дает результаты только для слу
чая выро•дающеvся изотроnной однородной турбулентности [2, 35]. 

После Келлера и Фридмана (37) , nолучивших бесконечную цепочку 
уравнениv для моментов из системы Навье-Ст окса, основrым наnравле
нием большого числа работ было иссг.едование аозмо•ностей замыкания 
резличных усеченнь. х верс~~:й с~~:стемы Фридмана - Келлера. Обычно это 

делалось через связь моментов вь.сwего и низшего порядков. Такие 

nодходы известны как иерархическvе [40, 50). Возмо•но, наиболее 
nоnулярной из них является квазинормальная гиnотеза Миллионщикава 
[9). Самый сильный аргумент nротив исnользования этоV. гиnотезы был 
выдвинут Ог)'рой [47) , которь•v nоказал, что в некоторых !:Лучаях 
она nриводит к отрицательному сnектру энергии. 
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lруго~ версией иерархическо~ техники является nредnоложе~ие 
локальной независимости, которое устанавливает связь, с одной сто
роны, между четвертыми моментами, с другой - между nервыми и тре

тьими. Это nредnоложение в общем случае оказалось некорректным, а 
в тех случаях, когда оно корректно, результаты т акие же, как nри 

исnользовании техники возмущений [27]. Для обзора других методик 
можно обратиться к ~аботе Лакса [40 ] . 

Ссеерwенно друг~м nутем nошел Винер [3], который nрименил к 
случайным функциям идею Вольтерра [4] о nредставлении неnрерывно
го функцианала в виде ряда стеnенных функцианалов от немоторой ба
зисной функции . Он исnользовал в качестве базисной функции процесс 
браунавекого движения, точнее, его производную - т ак называемый 
"белый шум". 

Камерон и Мартин [34] привели ряд к ортогональному виду с по
мощью многомерных полиномов Эрмита от "белого шума".Метод был наз
ван разложением Винера - Эрмита и применен для ряда стохастических 

задач систем идентификации [58]. Сиг ал и др . [51] вывели уравнения 
для эволюции ядер функцианалов Винера в модельном случае бюргерсо

вой турбулентности . В последующих работах э ти ав торы получили ряд 

результатов, но в итоге эволюция ядер оказалась неустойчивой . Это 

вы звало необходимость ренормализации [43 ] , что уменьшило v.значаль
н ую привлекательность метода. 

Теперь установлено, что в случае нелинейны х систем ме1од Вине
ра - Эомита сталкивается с большими трудностями, nричина которых 
лежит в егс основе - применении в качестве базисно~ функции гаус

совскогс "белого шума". Третьи моменты последнего равны нулю, и 

обрезанная на третьих моментах к онечная версия уравненv.й для ядер 

оказывается квазилине~ной, хотя ис ходная система нелинейна. В ре

з уль тате такой строг vй метод оказался недостаточно эффективным, 

поскольку рассматривается усеченная версия бесконечной системы для 

ядер. Проще говоря, гауссавекое распределение процессов броуновско

г ~ движения явпяе т с я суперпозицией эффектов очень плотно располо

женных мелкомасштабных неоднородностей, в то время как в вышеупомя 

н у ты~ примерах размеры одиночных структур существенно больш е сред
неге расстояния между ними. Нес~отря на недоста тки, nодход Винера -
Эрмита наметил корректный путь для строгой трактовки стохастичес

к их систем . Естественнее развитие метода функциональных рядов тре

бует внести как можно больше информации о системе в базисную функ

цию, что6ы при6лизить усеченный ряд к искомому решению. В связи с 
этим можнс обратит ься к работе [ 19] , где вводится "совершенный 6е
лыv wум", трехточечная корреляция у которого есть дельта-функция 

Дираке еторогс nорядка. Эта случайная функция применялась в качест
ве 6азисноV. для 6юрrерсово~ турбулентности, и были получены резуль

таты 6еэ ренормалиэации [52]. 
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ИН1ересно отметить, что частный случай "ссвершенного 6елого шу
ма" ПРВАСТаеляет из себя пуассонавекий случайный процесс.Первым за

мену гоуссооского "6елого шума" пуассоновским процессом сделал Огу
р а [46J, который сконструировал ортогональные функцианалы Винера 

"'!'"~~-: 

для этого случая и получившемуся ряду дал название ряд Пуассона -
Винера, не обсуждая ~о применения. 

Примененив метода Пуассона - Винера для задач нелинейной сто
хастики началось с работы Христова [52], в которой была развvта 
необходимая техника, а объектом исследования была бюргерсова турбу
лентность. Им же введена маркированная точечная случайная функцvя 
nеременной х. которая имеет вид 

Ф(х)~ЕК(х-х ;и J= J fK(x-~;u)w(~;u)d3 ~d~u; 
а а а R U 

w(x;u)=Eo(x-x ) 6{u- u J. -сюоо;;; а<О;сю , 
а а а 

Здесь ха - положение центра объект а в пространстве ; uEU- 11 - мерный 
вектор, называемый маркером. Величv.ны ха и ua случайны. Функция w 
называется маркирован~сй случайной функцией плотности , статистичес

кие свойства которой , а следовательно, и функции Ф полностью оnре
деляются характеристиками системы маркированных случайны~ точек 

{ха}, Поскольку в большинстве nрактически важных сл у чаев отсутству
ет детальная информация о физических процес сах, прvводящих к с о зда

нию среды со случайней структуроV., появляется необходимость как-то 
аппроксимировать статистику точечной случайной функции. Довольно 

общие физические закономерности отражают так называемые случайные 
функции типа "соверu.енного беспорядка". Пусть вероятность на хожде
ния k об~ектов в бесконечно малых окрестностях геоме трических по зи
ций xk одновременно с тем, чтобы маркер каждогс из них находился в 
бесконечно малой окрестности величины uk• есть 

dP=fJ.:.(x ,., •• • xk;u,. .••• uJ.:.) Pk (u, ••• •• uk)d3 x 1 , •• d 11 uk , 

Гhе Pk- многоточечnая плотность вероятности маркера. Тогда для 
маркированных случайных функций, когда нет ограничений на пере

крытие объектами друг друга, определение " совершенного беспорядка", 
предложенное в [56] , имеет вид: 

Pn(u 11 •••• ип)=Р , (u 1 ),, , Р 1 (un) ; 

11 
fn(x 11 •••• xn; u 1 ,, ••• ип)=у • 

где у - среднее число точек в единице объема. В этом случае w 
является маркvрованной пуассоновскоV. точечhой случайной функцие~, 
и ее статистика значитепьно проще общегс с~учая маркированной 

точечноV. случайной функции. 

Функция Ф може т рассматриваться как усеченн~~ ряд тиnа Пуассо 
на - Винера [46] 

F [w; x ]=K0 (x)c <o>+ Ё f ,.,f f, .,fK(n) (x-x
1

, , •• , х-х ; 
w п;J R И n 

u 1 , ... , u )C(n)(x1 , ... , x ;и,. ... ,и ) d 3 x
1 
... d 3 x d\Ju

1 
... d \J u . 

n w n n n n 
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Здесь c f n) - обобщенн~е nолиномы Шарлье; кfn) - неслучайная функ
ция, на~ываемая ядром. Важным свойством этогс ряда является его 
вириальность: п-й член ряда добавляет в значение какой-либо осред

ненно~ характеристики величину nорядка у", что nозволяет строить 
асимnтотически строгvе nриближения для y< I (52]. 

В работах (20, 52, 55 ) метод nрименялея для решения уравнений 
Бюргерса , Лоренца, Курамото- Сивашинекого (стекающих nленок), и 
nриводилось сравнение с nрямыми численными расчетами. Аnnроксима

ция точечн~ми случайными функциями решений этих нелинейных уравне

ний nривела к адекватному nерегруnnированию статистической информа

ции, и уже nервое nриближение ряда Пуассона - Винера удовлетвори

тельно оnисало случайные режимы. 

Христовым и Нартовым [10, 12, 13 ] nол~чены решения такого вида 
для двумерных уравнений тиnа Навье-Стокса и рассчитаны круnномас

штабные характеристики nлоского слоя смешения, хорошо согласующие

СА с данными эксnериментов. В работах [ II, 14, 23 ] исследовалось 
nоведение когерентных структур в МГД-течениях. 

Точечная структура решений неусто~чивых систем объясняется тем, 
ч то тривиал~ное решение в окрестности крvтических значений nарамет

рев неустойчиво , а о~новременно с этим сами возмущения (структуры) 
устойчивы, и условия nоявления следующе~ структуры восстанавливают

ся то r. ько nосле того, как nредыдущая затухает. При увеличении за

крvтических значенvй nараметров возникает вторичная неустойчивость, 

в сr.у чьйных точках nервичной структуры nоявляются вторичные струк
т уры, и т.д. В качестве nримера здесь можно nр~вести вторичные 
структуры на тороидальном вv.хре [39) и вторичные структуры в слое 
с~ешения [28 ). 

Сг.едует заметить, что для осредненных характеристик турбулент
ности Оольшое з начение имеют nервичные структуры, даже при очень 

больших сверхкритических значениях nараметров. Так, в ря де турбу

лентн~х теченvй nримерно nоловина касательных рейнольдсовых наnря

•ений от носится к первичным когерентным структурам. Роль вторичных , 

третичных и т.n. структур ~ожно nараметризовать nутем соответствую

щего осреднения . 

Исnользование точечных случайных функций для моделированvя ре

альной т урбулентности имеет свои трудности, связанные со сло•ностью 

гранvчно~ задачи для многих nеременных [53) . В некоторых случаях 
к более nросто~ задаче nриводит замена системы Навье-Стокса вариа

цvон~ой гиnотезой. Для турбулентных режимов эта идея была · реализо

вана Христовым (21), катары~ сtормулировал для них nринциn наимень
шей диссиnации е течении Пуазейля с заданным nереnадом давления. 

В рабо т е (22) в качестве nробных функций авторы исnользовали nуассо
навекие точечные случайные функции. При закритических значениях чис

ла Рейнольдса нетрv.виальное решение для ядра К было nолучено, одна-
к симальное значение средней скорости оказалось nримерно в два 

ра за меньwе, чем в эксnерименте Конт-Белло [8). В [57] этот аnпарат 
няли АЛА течения в трубе. 
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В настоящей работе для достижени я лучшего согласования с экс
периментом в модель включается требование выполнения интег р ально

го закона равенства порождения и диссипации, который я вляе тс я 

следствием уравнений Навье-Стокса. Кроме того , вводится подгоноч
н~~ коэффициент, чт обы компенсирова т ь отс у тствие в пост ановке за 
дачи третьего измерения. 

2. НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ПЛОСКОГО ТЕЧЕНИЯ ПУАЗЕ~ЛЯ. 
. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ 

К СТОХАСТИЧЕСКИМ ВОЗМУЩЕНИЯМ 

Перехо д к турбулентности в nлоском т ечении Пуазейля всегда 
был важной nроблемой теории гидродинамической устойчивости. С п о
мощью энергетического метода Рейнольдс [49] получил п е рвое теоре
тическое предсказание nотери устойчивости в э т ом течении. Перв~е 

эксперименты были сделаны Девисом и Уайтом [29) , а последние выс о
кокачественные эксперименты - Карницем и др. [36) , Нишиок а и др . 
[45]. 

Энергетический метод усовершенствовался Орром [48], которы~ 
получил граничную задачу для возмущений. Этот подход nрактическ и 

был оставле н, когда Зоммерфельд [32] воспользовался самими уравне
ниями Навье-С токса для исследования эволюции возмущений. Он поста
вил граничную задачу, которая несущественно отличалась от задачи 

Орра. Впоследствии метод Зоммерфельда применяли многие авторы (см. 
библиографию в [54]), которые решали уравнение Орра-Зоммерфельда 
разными приближенными способами. 

Общей идее~ этих подходов являет-
У ся то, что в качестве возмущений ис-

пользуются гармонические функции вре

мени. В настоящей работе исследования 
х основываются на идее, что в случае 

закритических чисел Рейнольдса уста

навливается режим, оnис~ваемый то

чечной случайной функцией. Естествен

но такой режим искать в области м~-

Рис. 1. Геометрия nrюского течения лых закритических чисел Рейнольдса, 
Пуазейм когда система точек, генерирующих 

такую функцию, может быть достаточно 
разреженной. 

Еще одним ограниченv.ем б у дет двумерность возмущениV.. В этом 
случае можно ввести функцию тока ф (х,у,t) (рис. 1) согласно форму
лам их=ЭФ/Эу, иу=-Эф/Эх, г~е Их• иу - соответствующие комnоненты 
скорости. Система Навье-Стокса тогда сводится к одному уравнению 
для функции тока 

.lli + ~ ~- 2.t Щ =vМд'• ) 
Эt Эу Эх Эх Эу Ч > ( 1) 

а:а Э 2 

г де д : э;;:а + Э"2 t v - кине~еатическая вязкость. Рвwение ( I) б у де м ис
кать в виде У 
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ф=K0 (yJ+fiJK,(x-~.y.t-т;c)C 111 (~.т;cJd~dтdc 
_.., (j) 

И/11о4 

~К0 (у)+~, (х-ха (t) ,yJ t-ta;caJ J са =Ха (t) • (2) 

-...<;а<;"' t 

т.е. ~ является о6о6•енно~ точечной случайной функцией координаты 
х и неслучейной функцией координаты у. От времени t ядро К, зави
сит двояко: это движение вдоль оси ох со скоростью са и возникнове

ние, дости•енlо4е максимума при t=ta• затухание. Следовательно, 

~ = r..!. . _. ~ J-эt ~ Эt K, (x-xa,y,t-ta,ca) xa(t ) Эх -

"" э э 
=~Н Tt к, (х-~.у. t-т; сJ-сЭх к, (х-~ . у. t-т; cJ ]х 

хС 1 11 (C , т;c)dCdтdc. 
(j) 

(З) 

В (2) nрисутствуют скорость дви•ения центров структур са=ха(т) и nо
nолином Шарлье от маркvрованной точечной функции тиnа совершенно-

го беспорядка (20] 
w ( С,т; с)=[6(С-ха)6(т-tа) 6(о-са) . 

а 

Ясно,что в рассматриваемой задаче нет другого марк ера кроме фазовой 
скорости структуры с, так как в уравнении (2) отсутствуют nарамет
ры, которые могли бы внести случайность (вязкость v пост оянна). 

Пусть у - среднее число структур на единице nлощади oxt, тогда 

<w ( С , т; с) >=у , Запишем свойства полиномов Шарлье для данного кон

крет ного случая [20] : 

<С~ 11 ( С , т ; с)>=О; 

<С~ 1 1 (С 1, т 1; с 1 ) С~ 1 1 (С 2, т 2; с 2 ) >=у Р (с 1 ) х 

хб ( С 1 - С 2)6(т 1 -т 2)б(с 1 -с 2J; 

C l11 ( . ) C I11 (<- . J C 111 ( <- • ) >-< w с ,. т ,, с , w '- 2• т2,с2 w '-э• тз , с з -

=уР(с 1 )6( ~ 1 -С 2) 6(~ 1 -С 3 ) 6( т 1 -т 2) 6( т 1 -т3) х 

х 6 (с 
1 
-с 

3
) б (с 

1 
-с 

2
) , 

Подставляя ( 2) в (I) и осредняя, получаем уравнение для К0 : 

"' э э 
у f ff [-:::- к , (х-С , у, t-т; с) -э дК 1 (х-С , у , t-т; cJ-

-oo ау Х 
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э э 
-ах К, (х-~,у. t- т; cJ ау М1 (x-~JYJ t-т; cJ ]х (4 ) 

d"Ko 
xP(c)dCdтdc=v dуц , 

Подставим Эф/Эt из (3) в (I). 
умножим (I) после подствновки 
и получим уравнение для К 1 : 

Следуя схеме идентификации ядер (20], 
туда (2) на С~ 11 (0, О; с ), осредним 

р( ) ( ЭдК 1 ЭдК 1 jKo ЭдК 1 у с ---с --+ -
Эt Эх у Эх 

ЭК , dэКо + 
-ЭХ dуЭ 

+~, ~, _ ~1 ЭМ, ]= Р(с ) v{).(дК ) 
Эу Эх Эх Эу у , ' 

( 5) 

Граничными условиями для К0 являются условия nрилипания на стенке 
(у=±НJ : 

].}io =О; 
Эх 

~=о. 
Эу 

( 6) 

Первое из этих условий удовлетворяется за счет того, что К0 завv
сит только от у. Необходимы еще два условия для получения решения: 

пусть при y=ll 

К0=0; 

т = d2<ф> = d2Ko 
J..IJ..I dy2 -\!dy2 

Здесь 11 - динамическая вязкость. 
Условиями для К1 также будут условия nрилиnания при y=±ll: 

(7) 

(8) 

К1 =ЭК 1 /Эу=О . (9) 

Поскольку функция тока имеет смысл расхода, то з начение К1 на к а ж
дой стенке должно быть одинаковым. 

Условий nc х и t нет, но есть условие ограниченности энерг ии 
пульсаций: 

Jif(( ?. /+ ( ЬЭК /]P(c)dxdtdc< + оо _.., х у 

Отсюда с учетом своvств nлотности вероятности следуе т 

iн r~, J
2

+( эк , /]dxdt< +"" 
_.., Эх Эу 

( 1 О) 

При естественном предnоложении гладкости функции К, выраженvе (IO ) 
эквивалентно условиям 

дк,=о. к,=о для х=±оо; t=±co. ( 11) 

Решить такую задачу трудно, nоэтому рвесматривали частный случай , 
когда К1 не зависит от t , а фазовая скорость структур постоянна. 
Тогда получаем следующую систему: 

11 
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j [ aк,rx-~.yJ a~1rx-~,yJ _ ак,rх-~.н) х 
У__ Эу ах ах 

( 12) 

х а ~,(х-~,у) ]d~=v ~Ко. 
Эу ayrn 

( dК0 _ 1!.1 ) а~, _ ~, ( d3
Ko at.K, J= М~ ) 

ау- с+ ау ах ах dуз + ау v , • ( 13) 

Аля численного ре•ения этой системы применялись разностная схема и 

алгоритм, оnисанные ни•е, но устойчивое решение не было достигну
то н~ п~и каком значении с. · заметим, что двумерная постановка не 
дает адекватного описания и при использовании прямого численного 

метоАа ре~ения уравнений Навье-Стокса для течения в канале [15]. 

3. nРv.нциn HAW'(.t- ьut.v .аиссиnдции 

Из предыду•его раздела следует, что невозможно получить реше
ние системы, в которую входит уравнение для структуры (13 ). Поэто
му естественно заменить это уравнение другv.м, полученным на ос

нове варvационноV. гипотезы. 

Интерес к в ариационному подходу, развитому Рейнольдсом [49] и 
Орре~ [48 ] , в последнее время снова вырос. Мелкус [42] предложил 
принцип максимальной диссипации энергии возмущений средней скорос

ти . Гольдштик [5] сфо~мулировал принцип максимальней устойчивости 
n~офиля ' среднеv скорости и на ег о основе рассчитал константу Кар 
мана для плоског о течения Пуазейля . Христов [21] в полуэмпиричес
ком ключе обосновал во зможност ь применения принципа н аименьшей дис

сипации для описания плоского турбулентного течения в к анале, а в 

рабо те [54 ] им показано, что на основе э тогс принцv.па достаточно 
дос товерно предсказывается нижнее критическое число Рейнольдса пе

рехода к т у рбулентRости в этом течении. 

След ует подчеркнуть, что вариационные постановки в турбулент
ности есть , в дейс тв~тельности, полуэмпирические г vпотезы. Их цел~ 

обойти тр удности решения уравнений Навье-Стокса, которые, к а к и з

вес тн о , не являются уравнениями Эйлера - Лагранжа каких-либо ф у нк 
цион с;лов ( I ] . 

Преим уществом вариационных подходо в является просто та формули

ровки г раничных задач для возмущений . Н а прvмер, уравн е нvя Орра [17] 
дл я вс. з м ущений не содер•ат производных по времени, хотя сами возму

Uiения могу т быть нес тационарными. В [22 , 57] для течений в к анале 

и трубе применялея принцип наименьшей диссипации, а класс пробных 

функций составляли пуассонавекие точечные случайные функции. На

стоящая работа посвящена развитию этого подхода. 

Для плоского течения Пуазейля принцип наименьшей диссv.пации 
имеет вид (Z I ]: 

Н d<и > 2 

J [v ( -d х ) +c]dy=min, 
-н У 

( 14) 
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где <их> - средняя скорость; а с - плотность диссипации турбулент

ных пульсаций. Функционал (14) минимизируется при ограничении, 
которым является уравнение Рейнольдса, проинтегрировенное по у: 

d<u > 
х 

~-r--- =-Ау+р<и'и'> 
ау х у • ( 1 5) 

гд: А=-Э~IЭх - перепад давления, порождающий течение, а р <и~у> -
реинольдсово напряжение. 

Аля замыкания вариационной задачи (14)-(15) необходимо задать 
связь межд~ с и <и~~~ В работе [21] такой связью является форму
ла Колмогсрова для дИссипации 

:i2 
<и'и'> 

- 4 х у с-з ., . ( 16) 

Уравнения Эйлера - Лагранжа тогда сводились к одному уравнению, ко

торое в ядре течения давало формулу Прандтля [24] 
d<и > 2 

т= l 2(г) . ( 17) 

Верно также, что если профиль средней скорости связан - с напряже

нием по формуле Прандтля (1 7) , то nолная диссипацvя в течении бу
дет минимальна, если, конечно, сnраведлива формула Колмогорове ( 16). 

Необходимо проверить практически, дейс твительно ли диссипацvя 

турбулентногс режима для течения в канале меньше "ламvнарной". Для 

этого уравнение (IS) умножим на d<иx>ldy и проv.нтегрируем пс у от 
-н до н 

н d<и х> :~ d<и х> Н d<и :I? 
f { v ( -- ) -<и 'и'>-- }dy=- J Ау - - -dy . _11 dy х у dy -н dy 

Если теперь правую часть проинтегрировать по частям с учетом гра

ничных условий для <их> , а ко второму члену в левой части nрv.ме

нить следствие уравнений Навье-С токса - равенство порождения турбу

лентной энергии суммарной диссипацvи турбулентных пульсаций, то 

полная диссипация в канале оказывается пропорцvональной расходу 

жидкости через сечение канала 

Н d<и > :1 Н 
J [ v( г- ) +с ]dy=A J <и >dy. 
-н У -н х 

Если привести это уравнение к безразмерному вид~разделив обе час

ти на и*311-', г де и* - динамическая скорость (и =VliJf) 1 то 'lолучим 
Н Н d<их> :1 _ 

~ J [ v( -d- ) +с ]dy=Re . 
и -н У 

Здесь R; - число Рейнольдса по расходу •идкости через сечение ка-
нала 

11 
<и > 

-- r __ х_ dy. 
Re--; -11 v 
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Имеет место следую•ая теорема, доказанная д•озефом. Статистически 
стационарное турбулентное течение Пуазейля имеет меньший поток мас
сы, чеN ламине.рное течение Пуазейля с теи •е саиым градиентом дав

ления. Сле~оаательно, и сумиарная диссипация турбулентного тече~tия 
мень~е соответствую~ей характеристики лгиинарнаго ре•има. 

Сог Jtacнo экспериментальным данным [29], [ 44], [ 36] такая ситуа
ция в реальных течениях ио•ет наступить у•е прv. значениях 35<Re<40 
[54]. Рис. 2 из (54] обоб•ает экспериментальные данные разных авто
ров и устанваливает связь ие•ду числаии Рейнольдса по расходу (Re) . 
максимальной скорости (Rе0 ) · и динамической скорости (Re, . 
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4. ТОЧЕЧНЬЕ СЛУЧАЙНЬЕ ПРОБНЬЕ 
ФУНЮ.:VИ. ПРЕ.ДПОЛОIЕ.НИЕ 

ЭФФЕ.КТИВНОЙ ДВУМЕРНОСТИ 

В предыдущем разделе был приае
ден прииер того, к ак мо•но замкнуть 

вариационную задачу, пользуясь полу

эипv.рическими сообра•енияии [21], и 
обоснована целесообразность nримене

ния принцv.па наименьшей диссипацv.и. 

Оказывается, задачу можно замкнуть 
по-другсму, полагая, что решение 

8 1 1 1 1 ' 1 1 11 1 1 

для пульсаций является точечной слу

чайной функцv.ей, которая задается 

выра•ением (2). Поскольку третья ком
понента пульсационной скорости не 

учитывается, то предположим так назы

ваемую эффективную двумерность -
пропорциональность турбулентной дис-

зо 50 100 150 гоо сипацv.и в трехиернои течении диссипа-

li'е ции в плоскости х,у. Тогда, учиты-
Рие . 2. О~енне даннwх эксnеР+t><ен- вая (2), получаем 
тое иs работw pasнwx автороа, nроее-

денное Хрнст оаwм (54). З'- расчет 
н41 ос.ноае nр..нцнnа на..меньшей дисс.и-

м~нм . 1.. 2 - .nамннарнwМ реwим, 
3, З ' - турбупентн..; 

н Эu~ А au 1 А au 1 
2 Эu, au 1 А 

т = v f { 2 [ < ( -~- ) >+< ( ~) >+< ( __L) >] + < ( -.1i. + ~ ) > + 
-lJ аХ ау az ах ау 

Эи • Эи 1 А Эu, au, А 2 au, au 1 

+<(--.11 ..--1L ) >+ < ( --:;--* ... ~) >- -3 < ( ~ + ~ + ( 18) 
OJI Dll a Z оХ аХ ау 

OU 1 2 2 Н OU 1 :о! au 1 :о1 ) au t 

+ -.il. ) >)dy:: cev Jн ( < ( Зхх ) >+< (эf) >+ 2 <( а/+ 

1/t 

1.' 

• 

• 

l 

эu 
1 2 2 н "" э2к 2 1 э 2к 2 

+-li.) > ]dy= ~ J J fJP(a ) [ 2( --1 ) +- (--; ) + 
Эх се -Н _." ЭхЭу 2 Эх 

1 r эч, J 
4 э 2к, э 2к , ]dxdtdady, +у ау2 - ах:.~ Эу 2 

г де се< 1 - коэффициент пропорциональности. Напря».енvе t-'ейнолt-дс е. 
выра•ается формулой 

= эк эк , 
<u 1u 1>=-y JJJ - 1

- P(a ) dxd tck: . 
х у -ао Эх ау 

( 19 ) 

Видно, что в оnре.~;еле.ние Dт и <и:fuy > НЕ: в>: одят яв~ю прои зводныв 
по времени t и зависиместь от фазовой скорсети стр~ктуры с . 

Подставv.м, соответственно, (18 ) и (19) в (14) и (15) , учмтывЕ я, 
что <их>=и 0=dК0/dу. Тогда получим за!'КН)'Тую еариацv.онt-ую задачу с 
ограничением для оnределения u0 и К 1 : 

D= J {v( dduo ;\ 2yv /JJP (a}[2 ( ~ :.~~, )\ _21 ( ~2~, -
-II У а? -оо аХ ау аХ 

а:о~к 2 

- iуТ ) ]dxdtda }dy=min; (20 ) 

dun foof ЭК, ЭК з dxdtd v -"-"'d =-Ау-у f Р (а) -~- а- а . 
у _

00 
аХ У ( 21 ) 

Дс~авим еще сгргнvченvе - интег рнrь"ый закон равенства nсрожде~•v я 
суммЕрной диссv.пации, которьнi , как упоми~н:.лось е,ыше, являет с я слР д
ствvе~ у~Еенений Навье-Стокса: 

н d 
f [ <u 'и 1> ~du +с ]dy= O. 
-н х У У 

После nодстаноекv с~да {18 ) и { 19) полу-.v.м 

1 IiJ<-~ ~ du o 
-н -ао ах ау dy 

+ 2v ( 2r а 4К 1 J\ .L. r а 2к 1 
~ ахау 2 ах 2 

+ .!_ r а 2к, J 2_ а 2к, 
2 ау2 ах:.~ 

а 4к 
ау:.~ 1 

J }yP (a)dxdtdady=o. 

2 
) + 

(2 2 ) 

( 23) 

Будем учv.тыоыь огрс;ничеwия ( 21) и ( 23) с поющыо не-определF.~•ны>: 
множ~теле.:-, Лагрс.н•а Л и л 1 Тогда функционЕол, которы.-t буАет мvни
мизироеаться, принv.мает вид: 
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J= 1 {vt-$.2 /+v>..(y) dduo +yfjJP(c)( .!!.;:._ ( ~а~, ;\ 
-Н ау у __.., ёе аХау 

+~ ( аак, - аак, ) \н ) ак, ак, -л 1!з. & duo + 
аа аха ауа у Эх ау 1 ах ау dy (24) 

+>.. [..!!_f аак, ;\~r эак,- эак, /]]dxdtdc}dy. 
1 аа ЭхЭу ёе эха эуа 

S. YP~t-V1Я Зй./ЕРА - ЛАГРАНIА 

Уравнения Эйлера - Лагрвн•а, полученные в результате варьирова
ния фунКЦVОНаЛа (24) ПО Параметрам ЭК 1/Эх. ЭК1 /Эу, u 0 , ПрИВОДЯТСЯ 
К БИАу: 

2v ( эзк, - эзк, ) ( 1+>..,) - ак, (Л-Л duo )=О· (25) 
эхаау эуз- ёе ах 1 -ау- J 

2v( Э 3К 1 _ Э 3К 1 ) (1+>..,) +~(Л-Л duo )=О· 
ЭхЭ эуаэх аа эу 1 dy • (26) 

dau d>.. d оо ЭК ЭК 
2v d 2 ° +v--т--Л,у-.,- 11 JP(c) ~ ..".--! dxdtdc=O. 

у Шj ау __.., аХ ау 
( 27) 

К этим ургвнениям надо п~vсовокупить (21) и (23) для определения 
мно•ителей Лаг~ан~а. Проинтегрируем (27) по у. Из соо~ра•ений сим
метрии константу интегрvровsнvя поло•им ревной нулю. Тогда 

Л (у)=-2 ddu o +2.1_ yJiJP(c ) ЭК, эк, dxdtda 
у v __.., ах эу • ( 28) 

Умt,оаим (25) на ЭК,/Эу, (26) на -ЭК , /Эх, сложим эти уревнения и 
проинтегрируем в пределах всей области. Все члены, которые нахо

дятся в дивергентном виде, будут равн~ нулю из-за нулевых гранич

ных услоеиv· для Э К 1 /Эх . и ЭК 1/Эу (фор .. ула (9)). Тогда имеем: 

н 00 2к а 2к 2 2 2 2 
f JJf{[-4v ( -э_, ) -4v ( ~ ) -2v ( ~- Э К, ) ]х 
-Н_.., ЭхЭу ЭхЭу Эу 2 Эх2 ( 29 ) 

х ( I+ Л , ) -2 ЭК , ЭК , (Л -Л du o ) }dxdtdcdy=O 
ёе Эу Эх 1 dy ' 

Подставим сюда найденное значение Л из (28) и разделим о6е части 
на 2. Учитыва я (21) , получим 

Uoo а а а а 2 
J fJ J{[-4v( l....!:5J.) -v ( ~-~) ] ( l+Л ,) + 
-Н- ЭхЭу ауа ах2 се 

(30) 

+ ~к , МL [ 2( 1+Л 1 ) ~ +Ь... Ay ]}dxdlticdy=O. 
х эи dy v 
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Потребуем выполнения ОГJ::аниченv, я ( 23). Jlля этого в111есто дис
сипативного члена в (30) (первыv член) подставим его значение из 
(23). Получим 

н "' 
J J JJ <э а к, ~к, [ f 1 +А,) ~uo + 2з. Ау] }dxdtdcdy=o. 

-fl -оо Х ау у v 

Отсюда следует уравненv.е для определения 

J Л 1 1.& 1-fu duo dxdtd d 
-.Ь.з 
1+>..

1 

-Н -оо ах Эу ау- с у 

1 (j' 1 Ау ~ эк, dxdtdcdy 
-н -оо v Эх эу 

Л,: 

( 31) 

( 32) 

Обратимся вновь к уравнениям Эйлера- Лагранжа (2S) и (26), 
куда поАставим значение Л из (28). Jlифференцир}Я (25) псу, а (26) 
по х и вычитая одно уравнение и з другсго, получим 

2v мм )+2 а 2к, [ 2 duo + .2..L .дlL ]+ 
аа 1 аха у dy r 1 +л, ) v 

+ ~ [2 d 2uo + 2.1_ .3_]=0 
ах dy 2 ( 1+>.. ,) v 

л~к · - [ (? du o LAU ) а ак , ( d 2uo L А) ЭК , ] 
v'"'t"' 1f-ёе - C1iJ' + -v- ЭхЭу + а_:у;г +2 v ах ' 

или 

( 33) 

где L=Л 1 /(1+Л,) оrре.~:еляетсF. по (32). 
Уравненvя (21), (32) и (33) образу~т систему для оnреАеления 

и 0 и К1 • Эта систе~•а знsчителt:но проu;е системы ( 4) -( 5), пелученной 
в ,:аз деле 2, так ~: <•К не содержv:т производных по времени, одна~ о 
она остается в известном смысле незамкнутой, поскольку и з (33) не
возмс•но определить яsнсv зависимости от временv, а е (21), (32 ) 
присутствует интег,::ирование по времени. То же относитс F. и к пара

метру с . Этой сvтуации мо•но из6еж&ть, если п,::едпо~о»ить, что К , 
доnускает "разделение rеременнь х " 

Тог-да 

где 

к, (х,у, t; c )=K(x,y)F(t)G (c) . 

/J'1 ЭК, ~ P(c ) dxdtdc=a j Э К :м_dх 
_.., Эх ау -оо Эх Эу ' 

"' 00 

а= f F 2 (t )dt J G2 (c)P(c)dc , 

( J4) 

( 35) 

~так, к принципу наименьшей диссиnЕцvи добев~енв е~е одна пс
луэмпири~еская гvпотеза (34)-(35). Очевvднс, что есть ситуацvя, 
ког~а (35) выполняется тождествен~с. Это ~удет в слу~ае, ког~а К 
не зевисvт от t , и все структуры неподвижн~, т.е. Р(с)=6(с). В оt
щем случ&е величинЕ а остаетсF. произвольнс~. 
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После nСАСТВНОВКИ (35) В (21) имеем 
du 0 "" ах ах 

v ~ =-Ау-ау f - -dx. 
Щ1 _ Эх ау 

ТогАа (32) nри~ет вид: 

L=- r j ак ~ du 0 dxdy[ 1 j Ау ЭК ~dxdy]_, 
-н _ ах ау 7Jil -Н _.,. v Гх ау 

а в уравнении (33) НВАО nросто заменить к, на К: 

v.V.J(=-;e{ { 2 duo + ~ ) а 3К +{ d~o + LA ) ~] • 
-т-1 ау- v ЭхЭу djjГ 2v Эх 

УАо6нО ввести слеАу .. а.ие безрезмернь.е переменные 
tt .~ tt 

'=(К/и )v~y,H8 у'=у/Н; х'=х/Н; u'=u / u 0 ; 

(36) 

(37) 

Re=u*H/v; L'=LRe-1
1 (38) 

г~е u*=fAН)V:a - АИнамическая скорость. 3Аесь нет опасности nере
путать сv.мвол ф с уnотребляемым в (I), (2), так как Х 1 имеет 
смысл функЦI,.И тока оnреАеленной структуры. Окончательны!/. ВИА сv.
стемы (•трихи АЛЯх, у, L и и опу•ены): 

~е t.fAф)=-ii![ (2 ~ +Ly) ~=~у +( ~;~ ++) ~ ]; (39) 

1 du .. 
Re aii =-у- J д lt. У - ау ах dx; (40) 

j ~ аф du 
_.,. ах ау Ту dxdy 

j ~Эij! 
_, ах ау ydxdy 

1 

f 
-1 L=-..., 

J 
-1 

(41) 

Г~анv.чh~е условия, котор~е обсуждались выше, имеют вид: 

• •·=О · ~ =О y=•J· 
" ' ау ' - ' 

(42) 

Условие ограниченности энергии nульсаций (10): 

"" аф 2 аф 2 J [{ -а-) + ( -,-) ]dx< +oo, 
- Х ау 

( 43) 

6. АЛГОРИТМ РАСЧЕТА И РАЗНССТНАЯ CXEI>'.A 

Алг с ритм решения задачи (39)-(41) несущественно отличается от 
nривеАенного в [22] . Так же веодится п~еоtразование координаты х, 
"с•имаю1.ее" Оесконечhый интервал[ - , .. ] в конечный [-1,1]: 
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2 х ) ГJ "'-;:r и ctg(T ; 

а . 1_ =ох ( ГJ) Тп • 
Эх 

( 44) 

(45) 

·.~ 

' 

.. 

'11 

аа а а 
аха =сх{Тl)~ СХ{Тl) Эi)• 

2 тr 
rде сх{Тl)=тгв cos 3 (y11J; В- константа. 

Исходная граничная задача заменяется следующей: 

1 du а 2 •'• d 2 u L а•' • - Мф=-~х ( 11) ( { 2 - +Ly) =--.L + ( -- + -) ..:<.L- J · 
Re dy а11 ау dy 3 2 а11 ' 

_1_ du 1 
Re Ту =-у- f .21 .21_ _, а 11 ау d11; 

f f it ~ du dndy 
L=- _, , э п ау ау . 

, , а·•· а ·• · f J __'! _:r_ ydпdy _, _, an ау 

> 

при y=±l ф=О, а ф/Эу=О; nри n=± l 

В уравненv.и (47) оtозначено 

а 2 а а 
t:.::.- +cx(n)- cx{n)-

ау:?. an an 

Ф=О, а 2ф /а п 2=О. 

( 46) 

(47) 

(48) 

( 49) 

(50) 

Второе условие (50) является следствием предположения ot ограни
ченности и гладкости функции ф. Уравнение (47) разбивается на два 
введением "вихря" w и добавляется фикlИВI'ое время t : 

aw _ du . а 2ф d 2 u L аф -at +t:.w-Recx( n) il! [(2 dy +Ly ) anay + { dy 2 +'Т) Эт]] ; (5 1) 

t:.ф=-w. 
(52) 

Вместо второгс условия (50) можно принять 

n= ±l: ф=О ; w=O . 
(53 ) 

Область, в которо\71 прово~;v-т с я расчет - полуканал О <; у.;;; 1. На оси 
канала ставятся условия симметрии 

aфjay=awjay=O, у=О . 
'<54 ) 

Заметим, что нечетноге по у решенvя для ф и w не существует, по
скольку системЕ уравненvй при замене у НЕ -у сохраняет свой вv.д . 
Обращение к половине канала облег~ит расчеты. Соответственно, ин
тег~ированvе п о у в (49) должно производиться в пределах от О до I. 

Сетка по 1-:аправлению Г1 прини~1ается равномерной и cor ласаван
ной с шагом hn= 1/ (М-1), г де М - число точек в v.нтервале [О, 1]. 
Тогда 

ГJ .=jlz 
J Г) 

для j=-M, . ,., О, ••• , М. (55) 
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Очевидно, что~~-! и ~м=!. Сетка в направлении у строится нерве

номерной , учитывающей поведение решения в пристеночной области и 
ядре течения: 

(N-i) /N+q N- i 
0М 

у .=1 - { ехр[ - N ln( ~1 + +1) ]-1 }, 
~ см q 

(56) 

hi=yi-y i -1' i=l, .. . ,N; Уо=о, Yzfl· 

Принимается q:0,4, а сМ используется для управления сеткой при из- . 
менении числа Рейнольдса так, чтобы в вязкий подслой ( О< (1-у).;; 5Re 
попадало не менее пяти точ~к. В частности, для варианта Re=2210 
c~ IOO, а для Re:32,5 см= 5. При этом N=BO. 

Составляющие дифференциального оператора А аппроксимируются 

следующим образом: 

2 2 
л ф= h ( h h ) ф. .- -h h ф . . + уу . .+ . !.+I, J . . 1-,J 

1. 1. 1.- l 1. 1.-\ (57) 

2 ~ 
+ h ( h ' ) ф . .= " 2 +О (h .h . ) ; . . +п. 

1 
1.- I, J dy 1. 1.-1 

1.- 1 1. 1.-
л ф=сх(~.)[(сх(~. 1 J+сх(~ .)) (ф .. 

1
- lji . . ) - (ах(~ . ) +ах ( ~. ))х 

~ ~ J J+ J 1- , J+ 1- , J J J-1 
Э Эlji 

х(ф . . -ф . . 
1
)]/(2h 2 )= ах(~)-;;- ax(~)-"-+O(h2). (58) 

1- , J 1- , J- ~ а~ а ~ ~ 
Алrсритм решения задачи заключается в выполнении на каждом слое по 

фиктивному времени четырех счетных ~иклов. 

1. Считая известными значения и, lj! n, Ln, с помощью схемы ста
билизирующей поправки [26] определяем wn+l: 

w Va-w n .J:~. n ...n 
--- =Л w' +Л w +~· i 

т ~~ уу w 
wn+l_w1f2 n+l n 
~--=Л (w -w) 

т уу • 

АЛА j =-M+I, ••• ,O, ... ,M-1; i=I, ••. ,N-1. 
Здесь n n 

иi+l-иi-1 n 
~=-Recx(~ .) [2( h h +L у .) х 

w J i+l+ i ~ 

n n n n 
х фi +l,j+l+фi-l,j-1-lj!i-l,j-1-lj!i+l,j-1 

2h (h .+h . 1) 
~ ~ 'Z--

n - r;- . Фi,j+l lji"Z-..J-1 х 
+ "h 

~ ~ 

2иr: 
х ( ~ +1 

h . (h .+h. ) 

2u~ 
'Z-

-~1 

2иr: 
t "Z--1 L 

h.-_1 (h .+h. ))+ 2) ]. 
~ ~ 'Z--1 ~ 'Z-- ~ 'Z- "Z--1 

(59) 

(60) 

На nервом noлyware исnользуется граничное условие на бесконечности 

w~P.;=o; w-t? ,;=О. · (61) 
~. "' ~.""Pl 
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На втором полушаге на оси канала условие симметрии аппроксимиру
ется со вторым порядком точности: 

n+l n+l 
wo,j=wl ,j • (62 ) 

Как известно, явного условия для вихря на твердой стенке не суще
ствует, зато есть два условия для функции тока ljJ (см. (50)). В на
стоящей работе для вихря выбрано классическое условие Тома [18 ] с 
параметром релаксации (3 / 2)hN- l, который был выбран в процессе 
проведения численных экспериментов. Тогда 

2 n 
п+\_ lj!N-l,j 3 3 n 

wN J.-- h 2 2 hN-l+(l--zhN-!)wN .• 
' N-1 J 

(63) 

п+\ 2. Считая w известным, можно ввести второе фиктивное время 

в уравнение для ljJ и снова использовать схему стабилизирующей по
правки 

ф n+l в 
'f -ф ' =Л ljJФ+л ljin+l,в+wn+l. 

а ~~ уу • 
n+l,в+l ф 

ф -ф =Л (,, ,n+l, s+l_,,,n+ l,в) 
а уу ~ ~ • (64) 

Оптимальный итерационный параметр a=O,I находится из обработки ре
зулыатов численных экспериментов. Итерирование здесь проводится до 

до тех пор, пока не будет выполняться условие 

max llji r~+ 1.' з+ 1_\ji ; + 1.' э 1 
i j 1., J 'Z- ,J 

+1 +1 .;; 0,001. 
maxlljir;- ! 8 

1 
ij 'Z-,J 

( 65) 

Далее полагается 

шаr:е 

n+l n+l э+l 
ljJ =Ф ' • Граничное условие на первом полу-

,,, 1/2 _,,, 1h -о 
~·м-~· м-' 'Z-, 'Z-,-

а на втором 

n+l,s+l _ n+l,в+l. 
Фо • -Ф 1 • • • J • J 

(66 ) 

n+1 ., s+ 1_
0 ф . - • 

N,J 
( 67) 

3. После получения n+ 1 ( ф из 48) определяется профиль скорос-
ти и по схеме, которая 

n+l n+l 

обеспечивает второй порядок точности 

1 иi+l-иi 

Re h . 
1 'Z-+ 

М-1 
1 ( +у )-..!.. Е ( 

=- 2 yi+l i 2 j=-M+I 

n+l n+l 
фi+l j+l-фi~l j-1 

+ • 2 1 ) 

n+"l n+l 
Фi+I,[Фi1 j 

\+1 

ljin+l. -lji~+l. 
i,J+I 'Z- ,J-1 + 

2 

(68) 
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Сумме в nравой чес1и (68) означает, что интеrрал аnnроксимируется 
no формуле траnеций. Расчет начинается с i=N-1, nричем задается 
условие uN=O. 

4. Jля оnреАеления nереметра L из (49) числитель в nравой 
части (49) рассчитывается no формуле траnеций, которая с учетом 
того факта, что nодынтеrральнея функция равна нулю на границах, 

имеет ВИА: 

, , N-1 М- 1 ' п+ 1 - п+ 1 
f f ~ ~ du dndy""' I: I: 'ili,j+l Чii,j-1 ,.. 
о -1 Эп Эу ау i=l j=-M+I 2 

n+l n+l n+l n+l !fi. .-ф . . и . -и . 
х 'Z. ~I,J 1.-I,J 1. +1 1.-1 

hi+ l+hi 2 

(69) 

ЗнЕ~енат ель выра•ения в nравой части (49) оnределяется аналог~чно 
(69 ) . Итерации no фиктивному временv начинаются с условий: 

цо= t Re( l-y4); 

-А тr -'+ 
ф 0=10 ( l-y 4 J[I+Retg ( 2J1)] ( 70) 

и nродол•аются до такого n, для которого удовлетворяются критерии 

с ходимости: 

n+l n 
m~x l ui - uil 

1 "о. 00 1 т. ( 7 1 ) 
m~x lui+ 1 

1:1/'1;>: 1 ../~ + 1.-w r; .1 
7.-,] 1- , J 1- 1 J . "' о 00 1 т • ( 7 2) 

+1 • 
ma.x 1 w'! . 1 
ij 1- J 

Точhость алгорит ма nроверялась при расчете варианта Re=IOO на nо
сле~овательности сеток: 

а) М=20, N=40; 6 ) М=20, N=BO; 

а ) М=4 01 N= BO. 

Относ~тельная разница ме•ду решениями на сетках а) и 6) равна 8,1 %, 
в меаду б) и в ) - 2 ,3 %. Сетка б) выбиралась для расчетов как наибо
лее оnти~ельная. 

7. ЧИС Г.[f'НGЕ ИССЛЕДОВАНVIЕ ЕИФУРКАЦИИ 

и 

лых R 
ристика 

22 

И ПОЯВЛЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ, 
МИНИМИЗИРУЮЩЕГО ДИССV.ПАЦИЮ 

уроонония энерr~и nульсаций следует, что для достаточно ма

о силу знакаоnределенности диссиnативного чг.ена э1а хар акте

буАСТ убывать со временем. Максимальное значение Re , nри 

1 
} 

1· 

J 

которо~ это будет nроисходить, называется нижним критическим чис
лом Рейнольдса (Rекр). Подход Орра [48] к оnределению этого чv.сла 
заключается а варьировании функцианала (22), а еозмущенv.я отыски
ваются в классе гермонических волн, nричем наnравление волнового 

вектора совnадает с наnравлением скорости основного nотоке. Полу

чено Rекр=9,3. Наименьшее значение Rекр=7 nолучается тогда, когда 
волновой вектор ортагонален скорости основного nетока [6]. Близ
ким к результату Орра оказалось Rек =10, nолученное в [22] на оснс
ве nринциnа наименьшей диссиnации. g качестве возмущений здесь ис
nользоеались точечные случайные функции, не зависящие (как у Орра) 
от третьегс измерения. Эта модель является частным случаем модели, 

nрименяемой в настоящей работе, соответствующим ~1, L=O. Возмож
ная nричина отличия от эксnериментальных значений 35<Rекр<40 (см. 
раздел 3) заключается в том, что ~ункции, минимизирующие функцио
нал, не являются решениями системы Навье-Стокса. 

Теоретические nодходы, рассматривающие Rекр как функцию от 
амnлитуды возмущений, дают завышеннуiQ оценку Reкp=60-IOO [54]. 

Наиболее tлизкое к эксnериментальному значение Rекр=35,7 nо
лучено в [44] на основе гиnотезы rиня [41] о том, что обратны~ 
nереход настуnает тогда, когда диссипация ламинарного течения рав

на nорождению турбулентных nульсаций. На это указано в (54] . 
Очевидно, что граничная задача (39)-(43) всегда имеет триви

альное решение ф~О. nоэтому вызывает интерес исс~едованvе tифурка
ции решения с увеличением uисла Рейнольдса. С этой целью ~ыло 

сконструировано начальное возмущение (70) с изменяющейся амплиту
дой. При этом А=О nриближенно соответствует возмущению с коне~ной 
амnлитудой, а A=l5 nредставляет собо~. n,::актический nсрог бесконеч
но малых возмущений. 

Следует отметить, что значение свободного nараметра ~.входя
щего в уравнение (39), бралось во всех случаях равны~ 0,205. Ниже 
будет nсказано, что nри таком значении ~ nрофиль средней скорости 
хорошо согласуется с зксnериментальным . 

Численные расчеты гоказали, ч1о для Re~2 даже во змущение с 

максимальной амnлитудой затухает , в 10 в~ емя к ак nри Re>53,7 нетри
виальное решение nоявляется nри всех значениях А и з указан~ого ин

тервала . Между двумя числами лежит область, в которой нетривvальное 

решение развивается только nри достаточнс большой амплитуде на~аль

ного есзмушенvя. Hanpvмep, если Re=47,5, нетрvвиальное решение име
ет место, когда А.;; 3, в т о ере111. я как для А>3 существует лиu• ь 1 ри
вvальное ре~ение. 

Конечно, Rекр=32 не является нижним критическим числом в о6ыч
ном смыс1:е, так как бифуркация здесь не есть ~ифурка~ия на nериоди

ческом решен' ' И и время - фиктивный nараметр. Однако это число нахо
дится близк~ к указанно111.у интервалу 35 <Rекр <40 . Существен~ым яв~я
ется тот фF~т , что nри nepexo~e через критическое число Рейнольдса 
для бескон ачно ~лизких к нему значений решение имеет конечную амnли
туду (рис . 3) . 

Поск~льку минимизируется диссиnв~ия, интересно сравнить полную 
диссиnацию стохастического режима течения с ссответствующей хврвк-
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:с 
теристикай ламинарного режима. 

Всnомним соотношения, выведенные в 
разделе 3: 

!!_ D=.!!._ 
и*з - и*з 

н d<и > • 
х -f [v(~ ) +e:)dy=Re= 

-н У 

5u 100 Re Н <и > 1 

Рмс . ) , Ьмфуркацмокная дмагра~ = J--x- dy=Re fи'dy '. -li \1 _, 
( 73) 

Мо•но nоказать, что в nолуканале , -
\1 n-J 'd ,_ 1 Re 
- ...-.и у---
и•ч о 2 Re 

(74) 

, Re ( ••; В ламинарном течении с nрофилем скорости и =--2- 1-у эта ха-

рактер>'\СТика равна Re/3. Диссиnации двух ре•.имов течения nри раз

ных числах Re nриведены на рис. 4. Видно, что диссиnация стохасти
ческого течения становится меньше диссипации ламинарного nри зна

чении Re"'32, которое совnадает с рассчитанным нижним критическим 

IО::Ю 

~ 

100 

'! 

-! 
-----

го 40 100 R~ 

Рмс . ~. з. ... с-ост. ._ела PeiiнOIIItДC8 в~ 
м ~ дмсс..."ацми • сечс..,.и KdНiti'WI 

от чмс.м R~, оnреде~ого no nерепадУ 
AA._II ;-- ..-.а~ ре-, 

- - - - турбуnентнwii 

числом. Другими словами, сто

хастический режим диссиnирует 

меньwе, чем ламинарный, с са

мого своего nоявления. Стано
вится ясно, что стохастический 

режим имеет nраво на существо

вание, и его nоявление согласу

ется с nринциnом наименьшей 

диссиnации. Следо~ательно,этот 
nринциn сnособен nредсказать 

разру•ение ламинарного течения 

между двумя nластинами и явле-

0 
ние nерехода к турбулентности. 

1 д -оставерность рассчитаннои 

характеристики vu*-4 D(Re) на 
рис. 4 nодтверждается прохо•де
нием ее через точку Re:I07,5, 
vи.-чD-15, которая соответству
ет верхнему критическо~у числу 

Re и отвечаю•ему ему числу Рей
нольдса no расходу Rё, nолу
ченным в эксnерименте Карница 

и АР· [36 ). Как отмечено в [54), 
значение Re:I07,5 очень хороао соответствует результату линейной 
теории устойчивости, которая в условиях ламинарного nрофИ:trЯ скорос

ти дает критическое число Рейнольдса no расходу Re, совnадаю•ее со 
:JНачением, nолуче- no форм>'ле 

- 2 а 
Re .. "! Re ( 7 5) 
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Эта формула является следствием (74) и nредположения о ламинарном 
характере течения. 

На рис. 2 и 4 приведены также зависимости Re от Re , которые в 

ламинарном течении оnределяются соотношением (75). Видно, что на
чиная с критическоrо значения Re , кривая для турбулентноrо режима 
nроходит ниже, чем для ламинарного. Это объясняется меньшим расхо

дом через nоперечное сечение при турбулентном р ежиме. Рис. 2 демон
стрирует согласие расчета с данными экспериментов ( кривые 3 и 3'). 

Вызывает интерес единичная структура пульсационной функции то

ка, которая возникает при значениях Re , близких к критическому -
32,5 (рис. 5) . Для срав~tения на рис. 6 показана структура ~и боль
шом числе Рейнольдса Re:22 70, которое соответствует числу Re : 57000 
и з эксперимента Конт-Белло. Эта с труктура значительно уже получен
ной nри числе Re , близком к критическому ( см. рис. 5) . 

Опг-ттт--г-т-.---.-------.--.---г-.--.~--.--. 

0.5 

'·о '--'---'--'--_1.__.___._..__.__,___.-=-....__...____.__ '---.-] 
-1,0 -0,5 о 0,5 1,0 

Рис. 5. Фрагмент единичной структуры nульсационной функции тока; 
Re•32,5 

Прежде чем nерейти к рассмотрению характеристик турбулентного 
течения, необходимо сделать несколько замечаний, касающихся интер
nретации полученных результатов. Настоящая модель nозволяет nред

сказывать турбулентные режимы течения в области закритических чи
сел Re. Однако значительным оrраничением для применимости nолучен
ных здесь результатов является предnоложение о двумерности. Оно, 

возможно, сnраведливо в непосредственной близости от стенки - там, 

где зарождается стохастический режим. В этом смысле структура, изо

браженная на рис. 6, есть не что иное, как "выброс" в вязком и ло
гарифмическом слоях. Введение эффективной двумерности в разделе 4 
означает n •тытку комnенсировать отсутствие третьего измерения с nо
мощью однr.г о свободного nараметра. Тог да рассчитанная двумерная 

структурF дол~на трактоваться как средняя по оси oz двумерная срез
ка трехмJрной структуры. Кроме того, вследствие (34 )-(35) амплиту
да когерентной структуры и скорость ее движения вдоль оси ох остают-
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ся nроизвольными, хотя nолученные структуры стационарны. Это дает 

оnределенные возмо•ности nри моделировании мгновенной картины тече

ния и nри сравнениv. со структурами, nолученными методом фазового 

ОСреАН~НИЯ. 

О г--r-rтог-тото----------~ 
~ 
н 

0,5 

1.0 . - ;:: - ~ ':-

Рис. 6. Единичная структура пульса

ционной функции тока; Re-2210, 

_ Для течения Пуазейля, где реальные структуры сугубо трехмерны, 

известны Аанные по идентификации отдельных сечений или срезок из 
( 33 ] . На рис. 7 nоказано одно сечение для y+=I2,9 (y +=( J-y)Re -
расстояние от стенки, обезразмеренное с nомощью комnлекса v- 1u*J. 
Хотя сравнение с результатом расчета является качественным, оно не 

бесnлодно из-за сходства измеренных и nредсказанных соотношений 

ме•ду амnлитудами в nоло•ительных и отрицательных частях структуры, 

а так•е за счет соотношения ме•ду размерами областей, в которых 

структура nоло•ительна и отрицательна. Эти соотношения не зависят 
от абсолютного значения ~асwтабов структур. В эксnерименте данные 

по горизонтальному масштабу отсутствуют. 

2t 

t 

Рис. ]. Структура пульсационной скорости в сече
нии ~··12,9; - -- - расчет, -------эксnери
мент аохансона и ДЛ.фредсона 

о - -·-·- .. ,---,.----,-
!1 
н 

о.г 

0,4 

0,6 ·-

0,8 

1,0 · - - --
- 0,6 .. о,4 - 0,2 о 

а." 
ау 

~ ., , .... 0,4 

Рис. 8. Единичная структура nродольной nульсацион
ной скорости 

Структура nродольной nульсационной скорости Эф/Эу nриведена 
на рис. 8. Она состоит из трех частеv, nричем в центральной части 

nульсационная скорость имеет знак, обратный знаку средней скорос

ти. Эксnериментальные измерения nространственных конфигураций круn

ных вихрей в канале r.ока неизвестны, но для nограничного слоя они 

nриведеныв [31]. Методом фазового осреднения исследована эволюция 
двумерных срезок структуры nродольной nульсационной скорости nри 

дви•ении вихря в наnре влении nотока (рис. 9), а так•е изменение 
их вдоль оси o z nри фиксированном значении х:70 см (pvc. 10 ) . Прак
тически во всех ситуациях срезки структур имеют характерную форму, 

nриведенную на рис. 9 , д, которая хорошо согласуется с расче т ной 
(см. рис. 8) • 

На рис. 9 и IO видно, что центральную часть структур nоочеред
но занимают nульсации разного знака, но nреимущественно - отрица

тельная nульсация скорости. Это соответствует расчету, nоскольку 

структура на рис. 8 трактуетс я как осредненная по z и времени дву
мерная срезка. 

"Тройную" форму имеет и nульсация вертикальной скорости - Э iji/Эx, 
nредставленнnя на рис. II. 
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8. СТдТИСТИКд ПЛОСКОГО ТЕЧЕНИЯ ПУдЗЕЙЛЯ 
(СРдВНЕНИL С JАННЫНИ ЭКСПЕРИМЕНТОВ) 

Результаты расчетов срав~ивали с эксnериментальными данными из 

работ [ 8, 25, 38 ] ( рис. !2-15). Расчетный nрофv.ль средней скорос
ти nри Re:221 0 ( рис. 12 ) ,очень xopowo согласуется с эксnеримен
тальным nрофилем в nристенной области у+ < 12 и в ядре течения 
у < О, 9. Такое согласование достиrнуто отчасти благодаря nодбору 

значения ~=0,205. Некоторое различие, однако,обнару•иваетс я в nе
реходной области и логарифмическом слое 12<у+<200., На рис. 12, а 
nриведен nрофиль средней скорости из работы [22] , в которой ~1 , 
L:O. Этот nрофиль значительно отличается от эксnериментального в 

ядре течения. В разделе 7 отмечалось , что выбор ~0,205 обусловлен 
хороwим согласованием с эксnерименталыiыми данными о ни•нем крити

ческом числе Рейнольдса. 
На рис. 13, а nоказана эволюция касательных рейнольдсовых на

nря•ений с ростом Re . При Re:22 10 налицо количественное согласова
ние с эксnериментом, во всяком случае, в вязком nодслое и ядре те

чения. 

Из рис. 14 следует, что интенсивность nоnеречных nульсаций ко

личественно согласуется с эксnериментальной в вязком nодслое, пе

реходной области и ядре течения при у<О,8. 

Интенсивность nродольных nульсаций скорости (рис. 15 ) согласу
ется с данными эксперимента [38] в nристенной области. В ядре те
чения эта характеристика отличается су•ественно, nоскольку nринима

ет нулевое значение на оси канала. Последнее является неизбе•ным 

следствием двумерной постановки задачи и условия Эф/Эу=О на оси 

канала. 

Вызывают интерес корреляции различных комnонент скорости 

(здесь х ', у', t' - размерные nеременные): 

~ (Ах') :<и'(х' и' t ')u 1 (x 1+Ax 1 у' t')>= 
иц х "'' х •• 

.. ЭК(х' у') ЭК(х 1+6Х 1 у') 
ау f , _ ,' • 1 ' dx'= -

• u•:a j ЭУ~(х,у) Э~(.r+tu:,y) dx· 
Эу Эу 1 (76) 
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дол.нwх nульсац~й ~корости 
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Рис . 16. Двойные nространствен
ные корреляции:-- Huu(l>x) , 
Re-221 О (расчет); ---Rvv ( l>x), 

Re-2210 (расчет); - - - R
1
,u(l>z), 

Re•4210 (эксnеримент Конт - Беnло ) 

с1! r~? =ки ' (х ' L/ 1 t ') и ' (x 't-~ 1 у ' t ') >= vv у • ~ • у • • 
ф ЭК (х ' у') ЭК(х 't-6х ' у') 

=ау J ' • dx '= 
-- Эх 1 Эх 

_ •2 фf Э ~ (х, у) Э~ (х+~,у) dx 
-и Эх Эх • 

На рис. 16 представлены коэффициенты корреляции 

я (~)~ (~)/с1! ( О) ,о 
ии ии и· · 

Rvv (~)=c1!vv( ~)/c1!vv(O) 

( 77) 

для у/Н:О ,В 9, т.е. в пристенной о6ласти. К сожалению , такие данные 

для Re :22IO (Re:5 7000) в (В] отсутствуют, однако Яии(t::.х) измерена 
в случае Re:42IO (Re:I20000 ). Поведение этой характеристики носит 
монотон~ы~ характер , в то время как рассчитанные зависимости 

Яии ( t::.х) и Rvv f~) немонотоннь:. Здесь же прv.ведена корреляция 
Яuu ( 6z) из эксперимента , к етарая ведет се6я немонотонна в качест

венном согласии с рассчитанной корреляцией Я и(~) . Этому не сле
Аует удивляться, поскольку предположение эфф~ктивной двумерности 
(18) связывает nроизводные от nульсационных скоростей no z с nро
изводными no х и у и, возможно, немонотонный характер корреляции 

Яии nереносится с z - наnравления на х - наnравление. 

На основе корреляций Яии и Яvv с nомощью n~ео6разования Фурье 
рассчитаны одномерные сn~ктры энергии nу~ьсации (рис . 17). В экс
nерименте (В) эти характеристики в6лизи стенки отсутствуют. В ядре 
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течения при y: O,SS расчет удовлетворительно описывает э к с перимент 
а 3нергосодержащей о6ласти (см. рис. 17, 6 ). Относительно 6ыстрое 
у6ывание в о6ласти 6ольши х волновых чисел качественно согласуется 
с донныиv 3~спериментов по двумерной тур6улентности [7). 

I<Лючени 

Применя емый в настоящей ра6оте вычи слительный двумерны~ подход, 
ос нованный на принципе наименьшей диссипации, содержит лишь один 
сво6одный параметр. 

Для течения Пуазейля в канале с заданным пер епадом давления 
рассчитаны: 

- нижнее критическое число Рейнольдса, хорошо согласующееся 
с экспериментальными критическими числами: 

- 6ифуркационная диаграмма перехода к тур6улентности; 
- с уммарная диссипация в сечении канала и число Рейнольдса по 

расходу в зависимости от числа Рейнольдса по динамической скорости; 

- профиль средней скорости, касательное рейнольдсово напряже
ние, интенсивность поперечных п ульсаций скорости, количественно 
аписывеющие эксперимен т ы; 

-интенсивность продольных пульсаций скорости в пристеночной 
о6ласти; 

- форr~ когерентных структур функции тока и компонент скорос
ти, сог л1 осующихся со средними по фазе двумерными срезками коге
рентных ~ тр у кг ур из эксперимента; 

- корреля~ионные функции и одномерные спектры компонент пуль
саций скорости. 

Нео6ходимо указать место настоящего подхода среди других мето
дов расчета тур6улентных течений в канале. 
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Диффу зионные nолуэмnирические модели не nозволяют nолучить тон
К ) ~ с труктуру турбулен т нос ти. Кроме того, они содержат большое чис 

ло nодгоночных nараметров. Та~ в модели Джонса- Лаундера [30 ] для 
течения в канале исnользуется nять констант и три функции. 

Облас ть~ nрименения nрямых численных методов являются умеренно 
закритические числа Рейнольдса. Наnример, в основоnолагающей работе 
Рождест венского и Симакина [16] число Рейнольдса по средней скорос
ти nорядка 5000 . 

Основным nредnоложением настоящего nодхода, nозволившим обой
т ись одним nодгоночным nараметром, является гиnотеза о точечном слу

чайном характере турбулентных nульсаций. Локализованный характер 
решения , в свою очередь, дал возможность строить сетку , не исnыты

вая затруднений из-за ограниченности вычисли т ельных ресурсов для 
дв;мерн~х задач nри болоших числах Рейнольдса. 
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